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Beam dynamics in synchrotrons with feedback systems is investigated by means of delayÄdifferential
equations.
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‘¨¸É¥³Ò μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ Ï¨·μ±μ ¨¸¶μ²Ó§ÊÕÉ¸Ö ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¤²Ö Ëμ·³¨·μ¢ ´¨Ö
±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨Ì ¢μ§¤¥°¸É¢¨° ´  ¶ÊÎμ± § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¸ Í¥²ÓÕ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¨Ì ±μ£¥-
·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ (¡¥É É·μ´´ÒÌ) ¨ ¶·μ¤μ²Ó´ÒÌ (¸¨´Ì·μÉ·μ´´ÒÌ) ±μ²¥¡ ´¨°. � ¶·¨-
³¥·, ¢ ¸¨¸É¥³ Ì ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ²μ± ²Ó´ Ö ¸¨²  ±μ·-
·¥±É¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö, ¨§³¥´ÖÕÐ Ö É· ¥±Éμ·¨Õ ¶ÊÎ±  ¢ ³¥¸É¥ · ¸¶μ²μ¦¥´¨Ö ¤¥³¶-
Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ· , ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´  ²μ± ²Ó´μ³Ê μÉ±²μ´¥´¨Õ Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ÔÉ¨Ì
¦¥ Î ¸É¨Í μÉ ¨Ì · ¢´μ¢¥¸´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö, ¨§³¥·¥´´μ³Ê ¶·¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¨ ¤¥É¥±É¨·ÊÕ-
Ð¥£μ Ê¸É·μ°¸É¢ . ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸¨²  ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´ 
¢¥²¨Î¨´¥ μÉ±²μ´¥´¨Ö, ¨§³¥·¥´´μ° ¢ ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨, ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨° ±μ··¥±Í¨¨. �±¸-
¶¥·¨³¥´É ²Ó´μ Ê¸É ´μ¢²¥´μ, ÎÉμ ¤¥±·¥³¥´É § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° ³ ±¸¨³ ²¥´, ¥¸²¨ ´ ¡¥£
Ë §Ò ¤²Ö ±μ£¥·¥´É´μ° ³μ¤Ò ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ£μ ¤¢¨¦¥´¨Ö Î ¸É¨Í ³¥¦¤Ê ÉμÎ± ³¨ ´ ¡²Õ¤¥-
´¨Ö ¨ ±μ··¥±Í¨¨ ±· É¥´ ´¥Î¥É´μ³Ê Î¨¸²Ê Î¥É¢¥·É¥° ¤²¨´ ¢μ²´ É ±¨Ì ±μ²¥¡ ´¨°. �·¨
É ±μ³ · ¸¶μ²μ¦¥´¨¨ ¤¥É¥±Éμ·  ¨ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ³ ±¸¨³ ²Ó´μ³Ê ¨§³¥·¥´-
´μ³Ê μÉ±²μ´¥´¨Õ ¢ ¤¥É¥±Éμ·¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢Ê¥É ³ ±¸¨³ ²Ó´μ¥ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¥¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥
¢ ¤¥Ë²¥±Éμ·¥. �·¨ ÔÉμ³ ¤²Ö ¤ ´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¨Ì ¸±μ·μ¸ÉÓ, ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ Ö ±μ²¥¡ É¥²Ó´μ°
³μ¤¥, ¶·¨ ¶·μ²¥É¥ ¤¥Ë²¥±Éμ·  É ±¦¥ ³ ±¸¨³ ²Ó´ . �μÔÉμ³Ê ¤²Ö É¥μ·¥É¨Î¥¸±μ£μ μ¶¨-
¸ ´¨Ö ±μ²¥¡ É¥²Ó´ÒÌ ¶·μÍ¥¸¸μ¢, ¶·μ¨¸Ìμ¤ÖÐ¨Ì ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³μ° ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ³μ¤¥²Ó´μ¥ ®¸£² ¦¥´´μ¥¯ ¶·¨¡²¨¦¥-
´¨¥, Ô±¢¨¢ ²¥´É´μ¥ ¢¢¥¤¥´¨Õ ®ÔËË¥±É¨¢´μ°¯ ´¥¶·¥·Ò¢´μ ¤¥°¸É¢ÊÕÐ¥° ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥°
¸¨²Ò, ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ° ¸±μ·μ¸É¨ ¨§³¥´¥´¨Ö μÉ±²μ´¥´¨Ö [1, 2]. ˆ´ Î¥ £μ¢μ·Ö, ¶·¥¤¶μ-
² £ ¥É¸Ö μ¤´μ¢·¥³¥´´μ¸ÉÓ Ëμ±Ê¸¨·ÊÕÐ¨Ì ¢μ§¤¥°¸É¢¨°, μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ÕÐ¨Ì ±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò°
¶·μÍ¥¸¸ § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¶ÊÎ± , ¨ ®ÔËË¥±É¨¢´ÒÌ¯ ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨Ì ¢μ§¤¥°¸É¢¨°, ¶·¨-
¢μ¤ÖÐ¨Ì ± ¤¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨Õ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. �μ¸²¥¤´¨¥, μ¤´ ±μ, ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ
¸Ëμ·³¨·μ¢ ´Ò ¸ ¶μ³μÐÓÕ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±¨Ì Ê¸É·μ°¸É¢ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ É ±¨³
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μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ¨° ¸¨£´ ² ¢ ¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨° ¡Ò² ¸³¥Ð¥´ ¶μ Ë §¥ ´  90◦ ¶μ μÉ´μÏ¥´¨Õ ± Ë §¥ ¸¨£´ ² , μ¡Ê¸²μ¢²¥´´μ£μ
μÉ±²μ´¥´¨¥³ ¶ÊÎ±  ¢ ¤¥Ë²¥±Éμ·¥ [2].

‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥° · ¡μÉ¥ ¶μ± § ´μ, ÎÉμ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸
μÉ±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³ [3] ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥³ ¢¨¤¥ μ¶¨¸ ÉÓ ¤¨´ ³¨±Ê ¶ÊÎ±  ¢
¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³ ³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¢ · ³± Ì ®¸£² ¦¥´´μ£μ¯ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö, ±μ£¤ 
¢³¥¸Éμ ²μ± ²Ó´μ£μ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö ´¥¶·¥·Ò¢´μ ¤¥°¸É¢ÊÕÐ Ö
±μ··¥±É¨·ÊÕÐ Ö ¸¨² .

�‘��‚�›… “��‚�…�ˆŸ

�Ê¸ÉÓ x Å ¸³¥Ð¥´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ μÉ · ¢´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨ÉÒ. ’μ£¤  ¸£² ¦¥´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥
¤²Ö ¶μ¶¥·¥Î´μ° ¤¨´ ³¨±¨ § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
¨³¥¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¨° ¢¨¤ [4Ä6]:

ξ̈(t) + Ω2ξ(t) =
gκΩ
T0

ξ(t − τ)u(t − τ) ≡ gF (ξ; τ), (1)

£¤¥ ξ ≡ x Å μ¡μ¡Ð¥´´ Ö ±μμ·¤¨´ É  ¢ ¶μ¶¥·¥Î´μ³ ¤¢¨¦¥´¨¨; T0 Å ¶¥·¨μ¤ μ¡· Ð¥´¨Ö
Î ¸É¨Í ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥; Ω ≡ Q0ω0 Å Í¨±²¨Î¥¸± Ö Î ¸ÉμÉ  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°; Q0 Å
Î¨¸²μ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ; ω0 = 2π/T0 Å Í¨±²¨Î¥¸± Ö Î ¸ÉμÉ  μ¡· Ð¥´¨Ö
Î ¸É¨Í; g Å ±μÔËË¨Í¨¥´É μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨; κ = ±1 Å ¶μ²Ö·´μ¸ÉÓ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
(¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö ¨²¨ μÉ·¨Í É¥²Ó´ Ö μ¡· É´ Ö ¸¢Ö§Ó); τ > 0 Å ¢¥²¨Î¨´  § ¤¥·¦±¨ ¸¨£´ ² 
¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. ‚ Ê· ¢´¥´¨¨ (1) ¸Î¨É ¥É¸Ö, ÎÉμ ¶ÊÎμ± ¨´¦¥±É¨·μ¢ ´ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´
¢ ´Ê²¥¢μ° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨, É ± ÎÉμ ¢¸¥ ËÊ´±Í¨μ´ ²Ó´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ § ¤ ´Ò ¶·¨ t � 0.
„ ´´μ¥ ´ Î ²Ó´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ÊÎ¨ÉÒ¢ ¥É¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ËÊ´±Í¨¨ •¥¢¨¸ °¤  u(t − τ) [7].

‘£² ¦¥´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¤¨´ ³¨±¨ Î ¸É¨Í ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³μ°
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¤²Ö ³ ²ÒÌ Ë §μ¢ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨³¥¥É ¢¨¤ [8,9]

ξ̈(t) + Ω2ξ(t) = − gκ

T0
ξ̇(t − τ)u(t − τ) ≡ gF (ξ̇; τ), (2)

£¤¥ ξ ≡ δφs Å Ë §μ¢μ¥ μÉ±²μ´¥´¨¥ Î ¸É¨ÍÒ μÉ ¸¨´Ì·μ´´μ° Ë §Ò; Ω ≡ Ωs = νsω0 Å
Í¨±²¨Î¥¸± Ö Î ¸ÉμÉ  ¸¨´Ì·μÉ·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°; νs Å Î¨¸²μ É ±¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ.
„ ´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ¸¶· ¢¥¤²¨¢μ ¤²Ö ³ ²ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ±μ£¤  ξ � 1.

“· ¢´¥´¨Ö (1) ¨ (2) μÉ´μ¸ÖÉ¸Ö ± ²¨´¥°´Ò³ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¸ μÉ±²μ´Ö-
ÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ [3]. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, Ëμ±Ê¸¨·ÊÕÐ Ö
¸¨² , ¶·¨¢μ¤ÖÐ Ö ± ¸² £ ¥³μ³Ê Ω2ξ, § ¢¨¸¨É μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò μÉ±²μ´¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ μÉ ¥¥ · ¢-
´μ¢¥¸´μ£μ ¸μ¸ÉμÖ´¨Ö ¢ ¤ ´´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t,   ±μ··¥±É¨·ÊÕÐ Ö ¸¨²  F (ξ, ξ̇; τ) Å
μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò É ±μ£μ ¦¥ μÉ±²μ´¥´¨Ö ¢ (1) ¨²¨ μÉ ¸±μ·μ¸É¨ ¥£μ ¨§³¥´¥´¨Ö ¢ (2) ¢ ³μ³¥´ÉÒ
¢·¥³¥´¨ (t− τ), ±μÉμ·Ò¥ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ ³μ³¥´Éμ³ ¨§³¥·¥´¨Ö μÉ±²μ´¥´¨Ö ¤¥É¥±Éμ·μ³. „·Ê-
£¨¥ ¶ · ³¥É·Ò (Ω, T0, g) Ö¢²ÖÕÉ¸Ö ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨ ´  ¶² Éμ ³ £´¨É´μ£μ ¶μ²Ö
¶·¨ ¨´¦¥±Í¨¨ Î ¸É¨Í ¨²¨ ¨§³¥´ÖÕÐ¨³¨¸Ö ¤μ¸É ÉμÎ´μ ³¥¤²¥´´μ ¢ ¶·μÍ¥¸¸¥ Ê¸±μ·¥´¨Ö
¶μ ¸· ¢´¥´¨Õ ¸ ¶¥·¥³¥´´μ° ¢μ ¢·¥³¥´¨ ¢¥²¨Î¨´μ° ξ. ‘²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ, ÔÉ¨ ¶ · ³¥É·Ò
³μ¦´μ ¸Î¨É ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³¨. ‡ ¶ §¤Ò¢ ´¨¥ τ ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
¥¸ÉÓ ´¥μ¡Ìμ¤¨³Ò° ¶·μ³¥¦ÊÉμ± ¢·¥³¥´¨ ¤²Ö ·¥ £¨·μ¢ ´¨Ö ´  ¢Ìμ¤´μ° ¨³¶Ê²Ó¸ ¢ ¸¨¸É¥³¥
 ¢Éμ³ É¨Î¥¸±μ£μ ·¥£Ê²¨·μ¢ ´¨Ö. ‚ ´ ¸ÉμÖÐ¥° · ¡μÉ¥ ¢ ± Î¥¸É¢¥ ¨¸Ìμ¤´μ£μ ¶·¨¡²¨¦¥´¨Ö
¡Ê¤¥É ¶·¥¤¶μ² £ ÉÓ¸Ö, ÎÉμ § ¶ §¤Ò¢ ´¨¥ τ ¶μ¸ÉμÖ´´μ.
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�Ê¸ÉÓ ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±ÊÕ Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨° (1)
¨ (2) ¤²Ö Î ¸É¨ÍÒ, ¨´¦¥±É¨·μ¢ ´´μ° ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ ¢ ´ Î ²Ó´Ò° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t0, ±μ£¤ 
¥¥ ´ Î ²Ó´μ¥ ¸μ¸ÉμÖ´¨¥ ¥¸ÉÓ (ξ0, ξ̇0). �μ¸±μ²Ó±Ê ²¥¢ Ö Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨° (1) ¨ (2) ¢ÒÎ¨¸²Ö-
¥É¸Ö ¢ ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨ t,   ¢ ¶· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ É¥Ì ¦¥ Ê· ¢´¥´¨° ¢Ìμ¤ÖÉ §´ Î¥´¨Ö  ·£Ê³¥´É 
¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨, Éμ ¤²Ö ¶μ¸É·μ¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨° (1) ¨ (2)
´¥μ¡Ìμ¤¨³μ §´ ÉÓ ´ Î ²Ó´ÊÕ ËÊ´±Í¨Õ (ξ0, ξ̇0) ¤²Ö ¢¸¥Ì ³μ³¥´Éμ¢ ¢·¥³¥´¨ t ∈ (t0−τ, t0].
‚ ¸ ³μ³ ¤¥²¥, ¶·¨ t = t0 ¢ ¶· ¢ÊÕ Î ¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨° (1) ¨ (2) ¢μ°¤ÊÉ §´ Î¥´¨Ö ξ ¢ ¶·¥¤-
Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨° ³μ³¥´É ¢·¥³¥´¨, ±μÉμ·Ò¥ ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ μ¶·¥¤¥²¥´Ò. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò
´ °É¨ ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° (1) ¨ (2), ¶·μÌμ¤ÖÐ¨Ì Î¥·¥§ ÉμÎ±Ê (t0, ξ0, ξ̇0), ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ
§´ ÉÓ ´ Î ²Ó´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ¨¸Ìμ¤´ÒÌ §´ Î¥´¨° ¢ ¶·¥¤Ï¥¸É¢ÊÕÐ¨¥ ³μ³¥´ÉÒ ¢·¥³¥´¨.
�Éμ ´ Î ²Ó´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ´ §Ò¢ ÕÉ ´ Î ²Ó´μ° ËÊ´±Í¨¥° [3,10].

…¸²¨ ´ Î ²Ó´ Ö ËÊ´±Í¨Ö § ¤ ´ , Éμ ¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ξ(t) μ¡ÒÎ´μ ¨¸¶μ²Ó-
§Ê¥É¸Ö ³¥Éμ¤ Ï £μ¢ (¨²¨ ³¥Éμ¤ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ£μ ¨´É¥£·¨·μ¢ ´¨Ö) [3, 10]. �¤´ ±μ ¤²Ö
¶·¨¡²¨¦¥´´μ£μ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥°´ÒÌ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ ¶μ¸ÉμÖ´-
´Ò³¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É ³¨ ¨ ¸ ¶μ¸ÉμÖ´´Ò³ μÉ±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³ ¨ ¤²Ö ¢ÒÖ¸´¥´¨Ö ¥£μ
 ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ³¥Éμ¤ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° [3]:
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ‹ ¶² ¸  ¨²¨ μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥. ‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ ¶μ¤-
Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢ Ê¸±μ·¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¥ ¶· ±É¨Î¥¸±¨° ¨´É¥·¥¸ ¶·¥¤¸É ¢²ÖÕÉ ·¥Ï¥´¨Ö ¶·¨
³ ²ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ Ì ±μÔËË¨Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g. ‚μ§´¨± ÕÐ¥¥ ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨
³¥Éμ¤  ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨° Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥ ³μ¦´μ ¨¸¸²¥¤μ¢ ÉÓ
³¥Éμ¤μ³ ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´ÒÌ ¶·¨¡²¨¦¥´¨°, ¸Î¨É Ö ³ ²Ò³ ¶ · ³¥É·μ³ ¢¥²¨Î¨´Ê ±μÔËË¨-
Í¨¥´É  μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g. Œ¥Éμ¤ · §²μ¦¥´¨Ö ¶μ ¸É¥¶¥´Ö³ ³ ²μ£μ ¶ · ³¥É·  Å ÔÉμ μ¡-
Ð¥¶·¨´ÖÉÒ° ³¥Éμ¤ ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ¶¥·¨μ¤¨Î¥¸±¨Ì ·¥Ï¥´¨° ±¢ §¨²¨´¥°´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ μÉ-
±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³ [3], ±μÉμ·Ò° Ö¢²Ö¥É¸Ö, ¢ ±μ´¥Î´μ³ ¸Î¥É¥, ³μ¤¨Ë¨± Í¨¥°  ¸¨³-
¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ³¥Éμ¤μ¢ ´¥²¨´¥°´μ° ³¥Ì ´¨±¨ Š·Ò²μ¢ Ä	μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ [11].

Œ…’�„› �…˜…�ˆŸ

Œ¥Éμ¤ ¨´É¥£· ²Ó´ÒÌ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨°. ‚ ± Î¥¸É¢¥ ¶¥·¢μ£μ ¶·¨³¥·  ¤²Ö ¢ÒÖ¢²¥´¨Ö
Ê¸²μ¢¨°  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±μ° Ê¸Éμ°Î¨¢μ¸É¨ ·¥Ï¥´¨° Ê· ¢´¥´¨° ¤¨´ ³¨±¨ ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μ-
É·μ´¥ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ ¸¨¸É¥³Ò μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ · ¸¸³μÉ·¨³ Ê· ¢´¥´¨¥ ¤²Ö ¶μ¶¥·¥Î´μ° ¤¨´ -
³¨±¨ (1). 	Ê¤¥³ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥ [7]

F{y(t)} ≡ y(ω) =

∞∫
0

y(t) e−jωtdt, y(t) = 0 ∀t < 0,

y(t) =
1

2πj

∮
Γ

ejωty(ω) dω =
∑

r

Res
[
y(ωr) ejωrt; ωr

]
,

£¤¥ ±μ´ÉÊ· Γ, § ³Ò± Ö¸Ó ¢ ¢¥·Ì´¥° ¶μ²Ê¶²μ¸±μ¸É¨, μÌ¢ ÉÒ¢ ¥É ¢¸¥ ¶μ²Õ¸Ò ωr  ´ ²¨É¨-
Î¥¸±μ° ËÊ´±Í¨¨ y(ω). ‚Ò¶μ²´ÖÖ ¢ (1) μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥ ¤²Ö ξ(t)
¨ ξ(t − τ), ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥:

−ω2 + Ω2 − gκΩ
T0

e−jωτ = 0,
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±μÉμ·μ¥ Ö¢²Ö¥É¸Ö É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò³. �´μ ¨³¥¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ¥ Î¨¸²μ ·¥Ï¥´¨° ¤²Ö ¸μ¡-
¸É¢¥´´ÒÌ Î ¸ÉμÉ ωr, ±μÉμ·Ò¥ É ±¦¥ ´ §Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨ Ì · ±É¥·¨-
¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö. ‚ Ê¸±μ·¨É¥²Ó´μ° Ë¨§¨±¥ ¤²Ö ¢ÒÖ¢²¥´¨Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢
·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (1) ´¥μ¡Ìμ¤¨³μ Ê¸É ´μ¢¨ÉÓ ¸¢μ°¸É¢  ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ωr Ì · ±-
É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¢¡²¨§¨ Í¨±²¨Î¥¸±μ° Î ¸ÉμÉÒ ¸¢μ¡μ¤´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Ω ≡ Q0ω0.
�·¨ g = 0 ¸μ¡¸É¢¥´´Ò¥ §´ Î¥´¨Ö ¥¸ÉÓ ωr = ±Ω. �·¨ g � 1, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ³¥Éμ¤ �°²¥·  [7],
¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ²ÊÎ ¥³

ωr = Ω − gκ

2T0
e−jΩτ = Ω + ω0ΔQ + j

α

T0
,

£¤¥
α =

g

2
κ sin (Ωτ), ΔQ = − g

4π
κ cos (Ωτ). (3)

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸¢μ°¸É¢  ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (1) μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³ μ¡· §μ³ § ¢¨¸ÖÉ μÉ ´ ¡¥£ 
Ë §Ò η ≡ Ωτ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Î ¸É¨ÍÒ ¶·¨ ¶·μ²¥É¥ μÉ ¤¥É¥±Éμ·  ¤μ ¤¥Ë²¥±Éμ· .
‡ ÉÊÌ ´¨¥ ±μ²¥¡ ´¨° ¢μ§´¨± ¥É, ¥¸²¨ κ sin η > 0. „ ´´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¢Ò¶μ²-
´¥´μ ¢ Ï¨·μ±μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ Î ¸ÉμÉ Ω ¨ ¢¥²¨Î¨´ § ¤¥·¦¥± ¸¨£´ ²  τ . „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ,
¨³¥¥³ Ωτ = 2πQ0τ/T0. �μ¸±μ²Ó±Ê ¤²Ö ¤·μ¡´μ° Î ¸É¨ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ μÍ¥´±Ê |{Q0}| � 0,3, Éμ τ < T0. ‘¨£´ ² μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ³μ¦´μ
´ ¶· ¢¨ÉÓ μÉ ¤¥É¥±Éμ·  ± ¤¥Ë²¥±Éμ·Ê ´ ¢¸É·¥ÎÊ ¢· Ð ÕÐ¨³¸Ö Î ¸É¨Í ³ ¶ÊÎ±  ¨ μ¡¥¸-
¶¥Î¨ÉÓ · ¸¸É ´μ¢±Ê Ê¸É·μ°¸É¢ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò | sin η| = 1. ‚ ÔÉμ³
¸²ÊÎ ¥ ¢μ§¤¥°¸É¢¨¥ ¸¨¸É¥³Ò μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ´  ±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò° ¶·μÍ¥¸¸ ¨³¥¥É ·¥§μ´ ´¸-
´Ò° Ì · ±É¥· (ΔQ = 0), ¶μ¸±μ²Ó±Ê cos η = 0. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ·¥¦¨³ ¤²Ö
¸¨¸É¥³Ò μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ μ¡¥¸¶¥Î¨¢ ¥É¸Ö ¢ Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ³¥¦¤Ê ÉμÎ± ³¨ ´ ¡²Õ¤¥´¨Ö
¨ ±μ··¥±Í¨¨ Ê±² ¤Ò¢ ¥É¸Ö ´¥Î¥É´μ¥ Î¨¸²μ Î¥É¢¥·É¥° ¤²¨´ ¢μ²´ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°,
ÎÉμ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³.

‘²¥¤Ê¥É É ±¦¥ ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¶·¨ Ωτ = πm, £¤¥ m Å Í¥²μ¥ Î¨¸²μ, ¢ (3) ¨³¥¥³
α = 0 ¨ 4πΔQ = −gκ, ÎÉμ ¥¸É¥¸É¢¥´´Ò³ μ¡· §μ³ ¶μ²ÊÎ ¥É¸Ö ¶·¨ ·¥Ï¥´¨¨ Ê· ¢´¥´¨Ö (1)
¶·¨ m = 0 ± ± ²¨´¥°´μ£μ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ¡¥§ § ¤¥·¦±¨ τ .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢Ò· ¦¥´¨Ö (3) ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° Ê¤μ¢²¥É¢μ·ÖÕÉ ¶·¨´Í¨¶Ê
¸μμÉ¢¥É¸É¢¨Ö (Î ¸É´Ò¥ ¸²ÊÎ ¨ ¤²Ö Ωτ = (2m + 1)π/2 ¨ ¤²Ö Ωτ = πm),   É ±¦¥ Ê± §Ò-
¢ ÕÉ ´  ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´Ò¥ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¨, ¸¢Ö§ ´´Ò¥ ¸ ²¨´¥°´Ò³ ¸¤¢¨£μ³ ¤²Ö ΔQ ¢¡²¨§¨
μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ·¥¦¨³  § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨°, ±μ£¤  Ωτ � (2m + 1)π/2.

„²Ö ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¤¨´ ³¨±¨ ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥£μ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ”Ê·Ó¥
¢ (2) ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥:

−ω2 + Ω2 + jω
gκ

T0
e−jωτ = 0,

£¤¥ Ω ≡ Ωs. �É¸Õ¤  ¶·¨ g � 1, ¨¸¶μ²Ó§ÊÖ ³¥Éμ¤ �°²¥·  [7], ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨
¶μ²ÊÎ ¥³

ωr = Ωs + j
gκ

2T0
e−jΩsτ = Ωs + ω0Δνs + j

αs

T0
,

£¤¥
αs =

g

2
κ cos (Ωsτ), Δνs =

g

4π
κ sin (Ωsτ). (4)

…¸²¨ Ωsτ = πm, Éμ § ÉÊÌ ´¨¥ ±μ²¥¡ ´¨° ³ ±¸¨³ ²Ó´μ,   ¸¤¢¨£ Î ¸ÉμÉÒ ¢ ²¨´¥°´μ³
¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ μÉ¸ÊÉ¸É¢Ê¥É, ÎÉμ Ö¢²Ö¥É¸Ö Ìμ·μÏμ ¨§¢¥¸É´Ò³ ·¥§Ê²ÓÉ Éμ³ ¤²Ö ³ ²ÒÌ ±μ²¥-
¡ ´¨° ¸ É·¥´¨¥³ (Ê· ¢´¥´¨¥ (2) ¶·¨ τ = 0 ¥¸ÉÓ Ê· ¢´¥´¨¥ ³ ²ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸ É·¥´¨¥³).
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�·¨ τ > 0 § ÉÊÌ ´¨¥ ±μ²¥¡ ´¨° ¢μ§´¨± ¥É, ¥¸²¨ κ cos (Ωsτ) > 0. „ ´´μ¥ Ê¸²μ¢¨¥ ¤²Ö
¸¨´Ì·μÉ·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢Ò¶μ²´Ö¥É¸Ö, ¶μ¸±μ²Ó±Ê Ωsτ = 2πνsτ/T0 ¨ ¤ ¦¥ ¶·¨ τ � T0

¨³¥¥³ Ωsτ � 1, É ± ± ± νs � 1. �¤´ ±μ ·¥§μ´ ´¸´Ò° Ì · ±É¥· ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö ¸¨¸É¥³Ò
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ´  ±μ£¥·¥´É´Ò¥ ¸¨´Ì·μÉ·μ´´Ò¥ ±μ²¥¡ ´¨Ö ´¥ ¢μ§´¨± ¥É, ¶μ¸±μ²Ó±Ê Ωsτ
¥¸ÉÓ ÌμÉÓ ¨ ³ ² Ö, ´μ ¶μ²μ¦¨É¥²Ó´ Ö ¢¥²¨Î¨´ . �μÔÉμ³Ê μ¡ÒÎ´μ ³¨´¨³¨§¨·ÊÕÉ Ë §μ¢Ò°
´ ¡¥£ Ωsτ §  ¸Î¥É Ê³¥´ÓÏ¥´¨Ö ¢¥²¨Î¨´Ò τ/T0, É. ¥. ´ ¶· ¢²ÖÕÉ ¸¨£´ ² μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨
¶μ Ìμ·¤¥ ¢¤μ£μ´±Ê ¶ÊÎ±Ê.

Œ¥Éμ¤ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š·Ò²μ¢ Ä�μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ. �·¨ g � 1, ± ± Ê± § ´μ
¢ [3], ¤²Ö Ê¸É ´μ¢²¥´¨Ö  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ·¥Ï¥´¨° ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥-
´¨° ¸ μÉ±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³, ¸μ¤¥·¦ Ð¨Ì ³ ²Ò° ¶ · ³¥É·, ³μ¦´μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ
³¥Éμ¤ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š·Ò²μ¢ Ä	μ£μ²Õ¡μ¢ ÄŒ¨É·μ¶μ²Ó¸±μ£μ (Š	Œ). �·¨ ÔÉμ³ ¶μÖ¢²Ö¥É¸Ö
¢μ§³μ¦´μ¸ÉÓ ¨¸¸²¥¤μ¢ ´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° (1) ¨ (2) ¢ ¡μ²¥¥ μ¡Ð¥³ ¸²ÊÎ ¥, ±μ£¤  ¢ ¶· ¢ÊÕ
Î ¸ÉÓ ÔÉ¨Ì Ê· ¢´¥´¨° ¢Ìμ¤ÖÉ ´¥²¨´¥°´Ò¥ ¶μ ξ ³ ²Ò¥ ¶μ¶· ¢±¨. Œ¥Éμ¤ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ
¶·¨¢μ¤¨É ± ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ Ê±μ·μÎ¥´´Ò³ Ê· ¢´¥´¨Ö³ ¤²Ö μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨ [12]:

ξ(t) = a(t) sin ψ(t) + O(g), ψ(0)(t) = Ωt + φ0,

ȧ =
g

2πΩ

2π∫
0

F (a sinψ, aΩ cosψ) cosψ dψ,

ψ̇ = Ω − g

2πaΩ

2π∫
0

F (a sin ψ, aΩ cosψ) sin ψ dψ.

‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ³¥Éμ¤ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ Ö¢²Ö¥É¸Ö ÔËË¥±É¨¢´Ò³ ³¥Éμ¤μ³ ´ Ìμ-
¦¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨° ¸ ³ ²Ò³ ¶ · ³¥É·μ³. ‚ Éμ³ Î¨¸²¥ μ´ ³μ¦¥É ¡ÒÉÓ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´
¤²Ö ´ Ìμ¦¤¥´¨Ö ·¥Ï¥´¨Ö ²¨´¥°´μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö ³ ²ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ É·¥´¨Ö,
ÎÉμ ¶·μ¤¥³μ´¸É·¨·μ¢ ´μ ¢ ±´¨£¥ [11]. “´¨¢¥·¸ ²Ó´μ¸ÉÓ ³¥Éμ¤  Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ Ö¢²Ö¥É¸Ö
μ¸´μ¢ ´¨¥³ ¤²Ö ¥£μ ¶·¨³¥´¥´¨Ö ± ·¥Ï¥´¨Õ Ê· ¢´¥´¨° (1) ¨ (2) ¸ É¥³, ÎÉμ¡Ò ¸μ¶μ¸É -
¢¨ÉÓ ¢μ§´¨± ÕÐ¨¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¸ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¢ ¶·¥¤Ò¤ÊÐ¥³
· §¤¥²¥.

ˆ¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥ ³¥Éμ¤  Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ¶μ¶¥·¥Î´μ° ¤¨´ ³¨±¨ (1) ¶·¨-
¢μ¤¨É ± ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ ¢Ò· ¦¥´¨Ö³:

ȧ = −α a, α =
g

2
κ sin (Ωτ), a = a0 e−αt/T0 ,

ψ̇ = (Q0 + ΔQ)ω0, ΔQ = − g

4π
κ cos (Ωτ), ψ = (Q0 + ΔQ)ω0t + φ0.

�ÉμÉ ·¥§Ê²ÓÉ É ¤²Ö α ¨ ΔQ ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ (3).
�´ ²μ£¨Î´μ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö ¶·μ¤μ²Ó´μ° ¤¨´ ³¨±¨ (2) ¶μ²ÊÎ ¥³

ȧ = −αsa, αs =
g

2
κ cos (Ωτ), a = a0 e−αst/T0 ,

ψ̇ = (νs + Δνs)ω0, Δνs =
g

4π
κ sin (Ωτ), ψ = (νs + Δνs)ω0t + φ0.

„ ´´Ò° ·¥§Ê²ÓÉ É ¤²Ö αs ¨ Δνs ¸μ¢¶ ¤ ¥É ¸ ¶·¨¡²¨¦¥´´Ò³¨ ·¥Ï¥´¨Ö³¨ (4).
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’ ±¨³ μ¡· §μ³, ³¥Éμ¤ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ ¶μ§¢μ²Ö¥É ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ³ -
²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê g ¢ÒÖ¢¨ÉÓ μ¸´μ¢´Ò¥ § ±μ´μ³¥·´μ¸É¨ ¤²Ö ¤¥±·¥³¥´É  § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ²¥¡ -
´¨° ¨ ¸¤¢¨£  Î ¸ÉμÉÒ, ¸μ¢¶ ¤ ÕÐ¨¥ ¸  ´ ²μ£¨Î´Ò³¨ Ì · ±É¥·¨¸É¨± ³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨
¶·¨  ´ ²¨§¥ ¶·¨¡²¨¦¥´´ÒÌ ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö.

‘ˆ‘’…Œ› ����’��‰ ‘‚Ÿ‡ˆ ‘ –ˆ”��‚›Œ ”ˆ‹œ’��Œ

„¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. ‚ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³μ°
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ¶·μ¸É¥°Ï¨³ Í¨Ë·μ¢Ò³ Ë¨²ÓÉ·μ³ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (1) ¨³¥¥³ [2,6, 13]

ẍ(t) + Ω2x(t) =
gκΩ
T0H0

N∑
m=0

b[m] (x(t − τ − (m + q̂)T0) + δx0) u(t − τ − (m + q̂)T0), (5)

£¤¥ δx0 Å ¸É É¨Î¥¸± Ö ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ ¨§³¥·¥´¨Ö μÉ±²μ´¥´¨Ö Í¥´É·  ÉÖ¦¥¸É¨ ¶ÊÎ±  μÉ
· ¢´μ¢¥¸´μ° μ·¡¨ÉÒ; N Å ¶μ·Ö¤μ± Ë¨²ÓÉ·  ¸ ±μ´¥Î´μ° ¨³¶Ê²Ó¸´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±μ°;
b[m] Å ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÒ Ë¨²ÓÉ· ; H0 Å ´μ·³¨·μ¢μÎ´ Ö ¶μ¸ÉμÖ´´ Ö; q̂T0 Å ¤μ¶μ²´¨-
É¥²Ó´ Ö § ¤¥·¦±  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. �μ¸ÉμÖ´´ Ö ¸μ¸É ¢²ÖÕÐ Ö ¢ ·¥Ï¥´¨¨ ¨¸±²Õ-
Î ¥É¸Ö, ¥¸²¨

N∑
m=0

b[m] = 0.

�Éμ μ§´ Î ¥É, ÎÉμ ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¤μ²¦¥´ ¶·¨¸ÊÉ¸É¢μ¢ ÉÓ Ê§±μ¶μ²μ¸´Ò° § £· ¦¤ -
ÕÐ¨° Ë¨²ÓÉ· (notch ˇlter). ˆ¸¶μ²Ó§ÊÖ Ê±μ·μÎ¥´´Ò¥ Ê· ¢´¥´¨Ö ¸μ£² ¸´μ ³¥Éμ¤Ê Ê¸·¥¤´¥-
´¨Ö Š	Œ, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¤²Ö μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨

ȧ = −αa, ψ̇ = (Q0 + ΔQ)ω0,
(6)

α =
g

2
|H(Ω)|

H0
κ sinΨ, ΔQ = − g

4π

|H(Ω)|
H0

κ cosΨ,

£¤¥ ¢¥²¨Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë § ¥¸ÉÓ

Ψ(Ω) = η + 2πq̂Q0 − arg H(Ω), η ≡ Ωτ = 2πQ0τ/T0.

‡¤¥¸Ó H(Ω) Å ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±  Ë¨²ÓÉ· :

H(Ω) =
N∑

m=0

b[m] e−jmΩT0 , mΩT0 ≡ 2πmQ0.

‚ μÉ¸ÊÉ¸É¢¨¥ Ë¨²ÓÉ·  (arg H = 0, |H | = H0 = 1) ¨ ¤μ¶μ²´¨É¥²Ó´μ° § ¤¥·¦±¨ (q̂ = 0) ¤²Ö
¤¥±·¥³¥´É  § ÉÊÌ ´¨Ö α ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨ ¤²Ö ¶μ¶· ¢±¨ ΔQ ± Î¨¸²Ê
É ±¨Ì ±μ²¥¡ ´¨° §  μ¡μ·μÉ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (6) ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¸ (3).

‡  ¸Î¥É ¶μ¤¡μ·  ±μÔËË¨Í¨¥´Éμ¢ b[m] ³μ¦´μ ¸Ëμ·³¨·μ¢ ÉÓ ¢¥²¨Î¨´Ê argH(Ω)
É ±¨³ μ¡· §μ³, ÎÉμ¡Ò ¢¥²¨Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë § Ψ ¡Ò²  μ¶É¨³ ²Ó´μ° (cosΨ = 0) ¤ ¦¥ ¢
Éμ³ ¸²ÊÎ ¥, ¥¸²¨ ´ ¡¥£ Ë §Ò ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° η ´¥ μ¶É¨³ ²¥´ (cos η �= 0). ’ ±¨³
μ¡· §μ³, ¶·¨³¥´¥´¨¥ Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶μ§¢μ²Ö¥É μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ
μ¶É¨³ ²Ó´ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê ¡ ² ´¸  Ë § (cos Ψ = 0), ¢ ·¥§Ê²ÓÉ É¥ Î¥£μ ¤¥±·¥³¥´É § ÉÊÌ -
´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° ³ ±¸¨³ ²¥´ (κ sin Ψ = 1) ¨ ±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò° ¶·μÍ¥¸¸ ¨³¥¥É ·¥§μ´ ´¸´Ò°
Ì · ±É¥· (ΔQ = 0).
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‘²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (6), ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ³¥Éμ¤μ³ Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ, ¥¸ÉÓ
¶¥·¢μ¥ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¥ ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê g. …¸²¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ ³¥Éμ¤ μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥£μ
¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨Ö ”Ê·Ó¥ ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (5), Éμ ¢μ§´¨± ¥É ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥ Ì · ±É¥·¨-
¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥:

−ω2 + Ω2 − gκΩ
T0H0

H(ω) e−j(τ+q̂T0)ω = 0.

„ ´´μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥, ¡Ê¤ÊÎ¨ É· ´¸Í¥´¤¥´É´Ò³, ¨³¥¥É ¡¥¸±μ´¥Î´μ¥ ³´μ¦¥¸É¢μ ·¥Ï¥´¨°.
�¤´ ±μ ¶·¨ ¸² ¡μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ Ë¨²ÓÉ·  μÉ Î ¸ÉμÉÒ, ±μ£¤ 

Ω
|H(Ω)|

∣∣∣∣dH(ω)
dω

∣∣∣∣
ω=Ω

� 1,

³μ¦´μ ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ÉÓ¸Ö ³¥Éμ¤μ³ �°²¥·  ¤²Ö ·¥Ï¥´¨Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ£μ Ê· ¢´¥´¨Ö,
ÎÉμ ¢ ¶¥·¢μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ³ ²μ³Ê ¶ · ³¥É·Ê g ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ §´ Î¥´¨° ωr ¢¡²¨§¨ Ω
¶·¨¢¥¤¥É ± ¢Ò· ¦¥´¨Ö³ (6) ¤²Ö α ¨ ΔQ.

�¥μ¡Ìμ¤¨³μ É ±¦¥ μÉ³¥É¨ÉÓ ¸²¥¤ÊÕÐÊÕ μ¸μ¡¥´´μ¸ÉÓ ·¥Ï¥´¨° (6). „²Ö Î¨¸²  Q0 ¡¥-
É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨³¥¥³: Q0 = NQ+{Q0}, £¤¥ NQ Å Í¥² Ö Î ¸ÉÓ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ
±μ²¥¡ ´¨°, {Q0} Å ¤·μ¡´ Ö Î ¸ÉÓ Î¨¸²  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° (−0,5 < {Q0} � 0,5).
�μÔÉμ³Ê ³μ¦´μ ¢¢¥¸É¨ μ¡μ§´ Î¥´¨¥ Ωβ = |{Q0}|ω0 ¤²Ö ³¨´¨³ ²Ó´μ° ³μ¤Ò Î ¸ÉμÉÒ ¡¥-
É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. �¥É·Ê¤´μ ¢¨¤¥ÉÓ, ÎÉμ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö Ì · ±É¥·¨¸É¨±  ¢Ò¡· ´´μ£μ
Ë¨²ÓÉ·  ¨³¥¥É ¶¥·¨μ¤¨Î´μ¸ÉÓ ¶μ Î ¸ÉμÉ¥: H(Ωβ + mω0) = H(Ωβ) ¤²Ö ²Õ¡ÒÌ Í¥²ÒÌ
¢¥²¨Î¨´ m. �μÔÉμ³Ê ¶· ¢μ³¥·´μ μ¶·¥¤¥²¨ÉÓ H0 ¸²¥¤ÊÕÐ¨³ μ¡· §μ³:

H0 ≡ |H(Ωβ)|.

’μ£¤  ¢Ò· ¦¥´¨Ö (6) ¨ (3) ¤²Ö α ¨ ΔQ ¸μ¢¶ ¤ ÕÉ ¤²Ö ¢¸¥Ì ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ ³μ¤ ±μ£¥·¥´É-
´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° (Ωβ + mω0). „ ´´Ò° ¢Ò¡μ· ¤²Ö ¢¥²¨Î¨´ Ψ ¨ H0 ¨³¥¥É
¶·μ¸Éμ° Ë¨§¨Î¥¸±¨° ¸³Ò¸². ˆ§³¥´¥´¨¥  ³¶²¨ÉÊ¤´μ-Î ¸ÉμÉ´μ° H(Ω)/H0 ¨ Ë §μÎ ¸ÉμÉ-
´μ° argH(Ω) Ì · ±É¥·¨¸É¨± Ë¨²ÓÉ·  ¸ Í¨±²¨Î¥¸±μ° Î ¸ÉμÉμ° Ω ¶·¨¢μ¤¨É ± ¨§³¥´¥´¨Õ
¤¥±·¥³¥´Éμ¢ § ÉÊÌ ´¨Ö α ¨ ¸¤¢¨£μ¢ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ Î ¸ÉμÉ ω0ΔQ ¤²Ö Í¨±²¨Î¥¸±¨Ì Î ¸ÉμÉ
(Ωβ +mω0), μÉ¢¥Î ÕÐ¨Ì ¸μ¡¸É¢¥´´Ò³ Î ¸ÉμÉ ³ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ É¥²Ó´ÒÌ ³μ¤ Î ¸É¨Í.
�μÔÉμ³Ê ¢¥²¨Î¨´Ò ¡ ² ´¸  Ë § Ψ(Ω) ¤μ²¦´Ò ¡ÒÉÓ É ±¨³¨, ÎÉμ¡Ò ±μ²¥¡ ´¨Ö ¡Ò²¨ § -
ÉÊÌ ÕÐ¨³¨, ¶·¨Î¥³ ¤ ´´μ¥ É·¥¡μ¢ ´¨¥ ¤μ²¦´μ ¢Ò¶μ²´ÖÉÓ¸Ö ¢ ³ ±¸¨³ ²Ó´μ ¢μ§³μ¦´μ°
¶μ²μ¸¥ Î ¸ÉμÉ. �·¨ ÔÉμ³ ´  ³¨´¨³ ²Ó´μ° Î ¸ÉμÉ¥ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢¥²¨Î¨´ 
¡ ² ´¸  Ë § ¤μ²¦´  ¡ÒÉÓ μ¶É¨³ ²Ó´μ°:

cosΨ(Ωβ) = 0 ¨²¨ | sin Ψ(Ωβ)| = 1.

’ ±¨³ μ¡· §μ³, μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³ ¶ · ³¥É·μ³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ±μ²¥¡ É¥²Ó´ÒÌ ³μ¤
Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥²¨Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë §, Î¨¸²¥´´μ · ¢´ Ö · §´μ¸É¨ ³¥¦¤Ê ´ ¡¥£μ³ Ë §Ò ±μ£¥-
·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Î ¸É¨ÍÒ (η + 2πq̂Q0) ¶·¨ ¶·μ²¥É¥ μÉ ¤¥É¥±Éμ·  ¤μ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ
¤¥Ë²¥±Éμ·  ¨ ¨§³¥´¥´¨¥³ Ë §Ò argH(Ω) ¤¥É¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¸¨£´ ²  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨.

‡ ¢¥·Ï Ö ¤ ´´Ò° · §¤¥², ¸²¥¤Ê¥É ¶μ¤Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ ¢Ò· ¦¥´¨Ö (6) ¤²Ö α ¨ ΔQ ¸μ¢¶ -
¤ ÕÉ ¸ ¸μμÉ¢¥É¸É¢ÊÕÐ¨³¨ ¢Ò· ¦¥´¨Ö³¨, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò³¨ ¢ · ³± Ì μ·¨£¨´ ²Ó´μ° ¤¨¸±·¥É-
´μ° ³μ¤¥²¨ [6,13], μ¶¨¸Ò¢ ÕÐ¥° ¤¨´ ³¨±Ê ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¸£Ê¸É±μ¢
§ ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ¶μ³μÐÓÕ ²¨´¥°´ÒÌ
· §´μ¸É´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°, ¢ ±μÉμ·ÒÌ ÊÎÉ¥´ ²μ± ²Ó´Ò° (¨³¶Ê²Ó¸´Ò°) Ì · ±É¥· ±μ··¥±É¨·Ê-
ÕÐ¥£μ ¢μ§¤¥°¸É¢¨Ö, ¸¨´Ì·μ´¨§μ¢ ´´μ£μ ¸ ²μ± ²Ó´Ò³ ¨§³¥·¥´¨¥³ ¢ ¤¥É¥±Éμ·¥.
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„¥³¶Ë¨·μ¢ ´¨¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¸¨´Ì·μÉ·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°. ‚ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³μ°
μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¸ ¶·μ¸É¥°Ï¨³ Í¨Ë·μ¢Ò³ Ë¨²ÓÉ·μ³ ¤²Ö Ê· ¢´¥´¨Ö (2) ¶μ  ´ ²μ£¨¨ ¸ (5)
³μ¦¥³ § ¶¨¸ ÉÓ

ξ̈(t) + Ω2ξ(t) =
gκ

T0H0

d

dt

[
N∑

m=0

b[m] (ξ(t − τ − (m + q̂)T0) + δξ0) u(t − τ − (m + q̂)T0)

]
,

(7)
£¤¥ δξ0 Å ¸É É¨Î¥¸± Ö ¶μ£·¥Ï´μ¸ÉÓ ¨§³¥·¥´¨Ö Ë §μ¢μ£μ μÉ±²μ´¥´¨Ö Î ¸É¨ÍÒ μÉ ¸¨´-
Ì·μ´´μ° Ë §Ò. ‚Ò¶μ²´ÖÖ μ¤´μ¸Éμ·μ´´¥¥ ¶·¥μ¡· §μ¢ ´¨¥ ”Ê·Ó¥, ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¥¥
Ì · ±É¥·¨¸É¨Î¥¸±μ¥ Ê· ¢´¥´¨¥:

−ω2 + Ω2
s + jω

gκ

T0H0
H(ω) e−j(τ+q̂T0)ω = 0.

…¸²¨ μ¡¥¸¶¥Î¥´  ¸² ¡ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´μ° Ì · ±É¥·¨¸É¨±¨ Ë¨²ÓÉ·  μÉ Î ¸ÉμÉÒ,
Éμ, ¢μ¸¶μ²Ó§μ¢ ¢Ï¨¸Ó ³¥Éμ¤μ³ �°²¥· , ¶μ²ÊÎ ¥³ ¸²¥¤ÊÕÐ¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¸μ¡¸É¢¥´´ÒÌ
§´ Î¥´¨°:

ωr = Ωs + j
gκ

T0H0
|H(Ωs)| e−jΨ(Ωs) = Ωs + ω0Δνs + j

αs

T0
,

£¤¥

Ψ(Ωs) = η + 2πq̂νs − argH(Ωs), η ≡ Ωsτ = 2πνsτ/T0,

αs =
g

2
|H(Ωs)|

H0
κ cosΨ(Ωs), Δνs =

g

4π

|H(Ωs)|
H0

κ sin Ψ(Ωs).

�É¨ ¦¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö αs ¨ Δνs ´¥É·Ê¤´μ ¶μ²ÊÎ¨ÉÓ ¸ ¶μ³μÐÓÕ Ê±μ·μÎ¥´´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨°
¤²Ö μ¸´μ¢´μ° £ ·³μ´¨±¨ ¶·¨ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¨ ³¥Éμ¤  Ê¸·¥¤´¥´¨Ö Š	Œ. ‚´μ¢Ó ¸²¥¤Ê¥É ¶μ¤-
Î¥·±´ÊÉÓ, ÎÉμ μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³ ¶ · ³¥É·μ³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¸¨´Ì·μ-
É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ É¥²Ó´ÒÌ ³μ¤ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥²¨Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë § Ψ(Ωs). �μ¤¡¨· Ö ¶ · ³¥É·Ò
Ë¨²ÓÉ·  b[m], ³μ¦´μ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ μ¶É¨³ ²Ó´Ò¥ Ê¸²μ¢¨Ö (sin Ψ(Ωs) = 0) ¤²Ö ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö
±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¸¨´Ì·μÉ·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ±μ£¤  ¤¥±·¥³¥´É § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ²¥¡ ´¨° ³ ±¸¨³ -
²¥´ ¨ ±μ²¥¡ É¥²Ó´Ò° ¶·μÍ¥¸¸ ¨³¥¥É ·¥§μ´ ´¸´Ò° Ì · ±É¥· (Δνs = 0).

‘��‚�…�ˆ… ‘ 	Š‘�…�ˆŒ…�’�‹œ�›Œˆ �…‡“‹œ’�’�Œˆ

�μ¸±μ²Ó±Ê ¸³¥Ð¥´¨¥ Î ¸ÉμÉÒ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸
¸¨¸É¥³μ° μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ gκ cosΨ, Éμ ¤ ´´Ò° ÔËË¥±É ¡Ò² ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´
¤²Ö Éμ´±μ° ´ ¸É·μ°±¨ ¡ ² ´¸  Ë § Ψ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥-
¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ LHC [14,15]. „¥°¸É¢¨É¥²Ó´μ, ¶·¨ § ¤ ´´μ³ ·¥¦¨³¥ ¤¨´ ³¨±¨ Î ¸É¨Í ¶ÊÎ± 
¶μ Î¨¸²Ê ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° Q0 ¨ ¶·¨ Ë¨±¸¨·μ¢ ´´μ³ · §³¥Ð¥´¨¨ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ
¤¥Ë²¥±Éμ·  μÉ´μ¸¨É¥²Ó´μ ¤¥É¥±Éμ·  ³μ¦´μ ¢ ´¥¡μ²ÓÏ¨Ì ¶·¥¤¥² Ì ¨§³¥´¨ÉÓ ¶ · ³¥É·Ò
Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ¸ Í¥²ÓÕ ¶·μ¢¥·±¨ Ë ±É  μ¶É¨³ ²Ó´μ¸É¨ ¢¥²¨Î¨´Ò Ψ. � ¶·¨³¥·, ¢
¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶ÊÎ±  ¢ LHC ¤²Ö Ê¸É ´μ¢²¥´¨Ö
μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ¡ ² ´¸  Ë § ¨¸¶μ²Ó§Ê¥É¸Ö Ë¨²ÓÉ· ƒ¨²Ó¡¥·É . ‚ Í¥²μ³ ¶¥·¥¤ ÉμÎ´ Ö Ì -
· ±É¥·¨¸É¨±  Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ § ¤ ´  ¶μ¸²¥¤μ¢ É¥²Ó´μ ¢±²ÕÎ¥´´Ò³¨ Ê§±μ¶μ²μ¸´Ò³
§ £· ¦¤ ÕÐ¨³ Ë¨²ÓÉ·μ³ ¨ Ë¨²ÓÉ·μ³ ƒ¨²Ó¡¥·É :

H(Ω) = H(Q0, ϕ) = (1 − z−1)
(

z−3 cosϕ +
2 sinϕ

π
z−2(1 − z−2) +

2 sinϕ

3π
(1 − z−6)

)
,



„¨´ ³¨±  ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³ ³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ 955

£¤¥ ϕ Å Ë §μ¢Ò° ¶ · ³¥É· Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É , z = exp (j2πQ0). �Ê¸ÉÓ ¢¥²¨Î¨´¥ ϕ0

μÉ¢¥Î ¥É μ¶É¨³ ²Ó´Ò° ¡ ² ´¸ Ë § Ψ(Q0, ϕ0):

κ sin Ψ(Q0, ϕ0) = 1, Ψ(Q0, ϕ0) = η(Q0) + 2πq̂Q0 − ψf (Q0, ϕ0),

£¤¥ ψf ≡ arg (H(Q0, ϕ)) Å Ë §μ¢Ò° ¸¤¢¨£, ¢μ§´¨± ÕÐ¨° ¶·¨ ¶·μÌμ¦¤¥´¨¨ ¸¨£´ ² 
¶μ · ¤¨μÉ¥Ì´¨Î¥¸±μ° Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. ’μ£¤  ¶·¨ ´¥¡μ²ÓÏ¨Ì μÉ±²μ´¥´¨ÖÌ δϕ0 μÉ
μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ §´ Î¥´¨Ö ϕ0 ¶μ²ÊÎ ¥³

Ψ(Q0, ϕ = ϕ0 + δϕ0) = Ψ(Q0, ϕ0) + δψf (ϕ),

£¤¥

δψf (ϕ) ≡ ψf (Q0, ϕ0) − ψf (Q0, ϕ = ϕ0 + δϕ0).

�É¸Õ¤  ¸²¥¤Ê¥É

ΔQ = −gκ

4π
cosΨ(Q0, ϕ0 + δϕ0) =

g

4π
sin (δψf (ϕ)).

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¨§³¥´¥´¨¥ Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¶·¨ μÉ±²μ´¥´¨¨ μÉ μ¶É¨-
³ ²Ó´μ£μ ·¥¦¨³  ¶·μ¶μ·Í¨μ´ ²Ó´μ ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÊ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ g ¨ ¶·¨·μ¸ÉÊ Ë §μ-
¢μ£μ ´ ¡¥£  δψf . ‚ μ¶É¨³ ²Ó´μ³ ·¥¦¨³¥ Î ¸ÉμÉ  ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ´¥ § ¢¨¸¨É
μÉ g. ˆ§³¥·¨³ ¢¥²¨Î¨´Ê Q0 ¶·¨ μÉ±²ÕÎ¥´´μ° ¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö. ‚±²ÕÎ¨¢ ¸¨¸É¥³Ê
¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¨ Ê¸É ´μ¢¨¢ ´¥¡μ²ÓÏÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê g, ³μ¦´μ ¨§³¥·¨ÉÓ ¶μ¸ÉμÖ´´ÊÕ ¢·¥³¥´¨
§ ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° τd = T0/α = 2T0/g, É¥³ ¸ ³Ò³ § ¤ ¢ ±μÔËË¨Í¨¥´É
´ ±²μ´  ¨¸¸²¥¤Ê¥³μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨. ‡ É¥³ ³μ¦´μ ¸´ÖÉÓ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÊÕ § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ
¨§³¥·Ö¥³μ° Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ § ¤ ¢ ¥³μ° ¢¥²¨Î¨´Ò Ë §μ¢μ£μ ¶ · ³¥-
É·  ϕ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É . …¸²¨ ¨¸Ìμ¤´Ò° ·¥¦¨³ ¶·¨ Q0 ¡Ò² μ¶É¨³ ²Ó´Ò³, Éμ ¨§³¥´¥´¨¥
Î ¸ÉμÉÒ ¢¡²¨§¨ Q0 ¤μ²¦´μ μÉ¢¥Î ÉÓ ²¨´¥°´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨ μÉ ϕ,   ¤¥±·¥³¥´É § ÉÊÌ ´¨Ö
¨³¥ÉÓ ³ ±¸¨³ ²Ó´ÊÕ ¢¥²¨Î¨´Ê.

�  ·¨¸Ê´±¥ ¶·¨¢¥¤¥´  · ¸Î¥É´ Ö § ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ Î¨¸²  {Q} ≡ {Q0} + ΔQ ¤²Ö ±μ-
£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° μÉ Ë §μ¢μ£μ ¶ · ³¥É·  ϕ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É . �·¨
¢Ò±²ÕÎ¥´´μ° ¸¨¸É¥³¥ ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ¶μ²μ¦¥´¨Õ · ¡μÎ¥° ÉμÎ±¨ ¶μ Q0 μÉ¢¥Î ¥É ¢¥²¨Î¨´ 
{Q0} = 0,2785. �Éμ³Ê §´ Î¥´¨Õ ¸μ£² ¸´μ · ¸Î¥É´μ° § ¢¨¸¨³μ¸É¨, ¶·¨¢¥¤¥´´μ° ´  ·¨¸.  ,
μÉ¢¥Î ¥É ¢¥²¨Î¨´  ϕ = −100◦. �·¨ ÔÉμ³ ¨§³¥·¥´´ Ö ¢¥²¨Î¨´  ¶μ¸ÉμÖ´´μ° ¢·¥³¥´¨ § ÉÊ-
Ì ´¨Ö ¸μ¸É ¢²Ö²  τd = 44,64T0, É. ¥. g = 0,045. ’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¢¸¥ ¶ · ³¥É·Ò · ¸Î¥É´μ°
§ ¢¨¸¨³μ¸É¨ § ¤ ´Ò ¸¢μ¨³¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò³¨ ¨§³¥·¥´´Ò³¨ §´ Î¥´¨Ö³¨. �·¨¢¥¤¥´-
´Ò¥ ·¥§Ê²ÓÉ ÉÒ ¨§³¥·¥´¨° Î ¸ÉμÉ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢ § ¤ ´´μ³ ¤¨ ¶ §μ´¥ ¢¥²¨-
Î¨´ ϕ Ê± §Ò¢ ÕÉ ´  Ìμ·μÏ¥¥ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¥ · ¸Î¥É´ÒÌ ¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ ¤ ´´ÒÌ.
	¥É É·μ´´Ò¥ Î ¸ÉμÉÒ ·¥£¨¸É·¨·μ¢ ²¨¸Ó ¸ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨¥³ ³¥Éμ¤  ¢Ò¸μ±μÎÊ¢¸É¢¨É¥²Ó´ÒÌ
¨§³¥·¥´¨° ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¨´¨Í¨¨·μ¢ ´´ÒÌ ¢´ÊÉ·¥´´¨³¨ ÏÊ³ ³¨ · §²¨Î´ÒÌ
Ê¸±μ·¨É¥²Ó´ÒÌ ¸¨¸É¥³ [16].

‚ ¸μμÉ¢¥É¸É¢¨¨ ¸ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ · ¡μÉÒ [13] ³ ±¸¨³ ²Ó´Ò° μÉ±²¨± ´  ¢´¥Ï´¥¥ ¢μ§-
¡Ê¦¤¥´¨¥ § ¢¨¸¨É μÉ ¤¥±·¥³¥´É  § ÉÊÌ ´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°, ¤²Ö ±μÉμ·μ£μ ¸μ-
£² ¸´μ (6) ¨³¥¥³

α =
g

2
κ sinΨ(Q0, ϕ0 + δϕ0) =

g

2
cos (δψf (ϕ)).
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� ¸Î¥É´Ò¥ § ¢¨¸¨³μ¸É¨ ¢¥²¨Î¨´Ò {Q} ( ) ¨ ±μÔËË¨Í¨¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö (¡) μÉ Ë §μ¢μ£μ

¶ · ³¥É·  ϕ Ë¨²ÓÉ·  ƒ¨²Ó¡¥·É  (¸¶²μÏ´Ò¥ ²¨´¨¨) ¢ ¸μ¶μ¸É ¢²¥´¨¨ ¸ ·¥§Ê²ÓÉ É ³¨ Ô±¸¶¥·¨³¥´-
É ²Ó´ÒÌ ¨§³¥·¥´¨° [14]

�É¸Õ¤  ¤²Ö ±μÔËË¨Í¨¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö ¶μ²ÊÎ ¥³

R
(max)
D =

1
2α

=
1

g cos (δψf (ϕ))
.

‡ ¢¨¸¨³μ¸ÉÓ ±μÔËË¨Í¨¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö μÉ Ë §μ¢μ£μ ¶ · ³¥É·  ϕ Ë¨²ÓÉ· 
ƒ¨²Ó¡¥·É  ¶·¨¢¥¤¥´  ´  ·¨¸. ¡. ‡¤¥¸Ó ¦¥ ¶·¥¤¸É ¢²¥´Ò Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥,
Ìμ·μÏμ ¸μ£² ¸ÊÕÐ¨¥¸Ö ¸ · ¸Î¥É´Ò³¨. Œ¨´¨³ ²Ó´μ³Ê §´ Î¥´¨Õ ÔÉμ° ±·¨¢μ° μÉ¢¥Î ¥É
ϕ = −100◦, ÎÉμ ¸μ£² ¸Ê¥É¸Ö ¸ ¤ ´´Ò³¨ ·¨¸.  .

’ ±¨³ μ¡· §μ³, ¸μ¢³¥¸É´Ò¥ ¨§³¥·¥´¨Ö Î ¸ÉμÉÒ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨ ±μÔËË¨Í¨-
¥´É  ·¥§μ´ ´¸´μ£μ Ê¸¨²¥´¨Ö ¶μ§¢μ²ÖÕÉ μ¡¥¸¶¥Î¨ÉÓ ¢Ò¸μ±ÊÕ ÉμÎ´μ¸ÉÓ ´ ¸É·μ°±¨ ¡ ² ´¸ 
Ë §. �·¨¢¥¤¥´´Ò¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ ´ ²¨Î¨¥ ²¨´¥°´μ° ¶μ¶· ¢±¨
± Î ¸ÉμÉ¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢¡²¨§¨ μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ ·¥¦¨³ , § ¢¨¸ÖÐ¥°
μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò ¡ ² ´¸  Ë §.

‡�Š‹
—…�ˆ…

�μ± § ´μ, ÎÉμ ±μ£¥·¥´É´Ò¥ ¶μ¶¥·¥Î´Ò¥ (¡¥É É·μ´´Ò¥) ¨ ¶·μ¤μ²Ó´Ò¥ (¸¨´Ì·μÉ·μ´-
´Ò¥) ±μ²¥¡ ´¨Ö § ·Ö¦¥´´ÒÌ Î ¸É¨Í ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´¥ ¸ ¸¨¸É¥³ ³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¢
¸£² ¦¥´´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ μ¶¨¸Ò¢ ÕÉ¸Ö ¸ ¶μ³μÐÓÕ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ μÉ-
±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³. �μ²ÊÎ¥´Ò  ´ ²¨É¨Î¥¸±¨¥ ¢Ò· ¦¥´¨Ö ¤²Ö ¸¤¢¨£μ¢ Î ¸ÉμÉ ±μ-
£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨ ¤¥±·¥³¥´Éμ¢ ¨Ì § ÉÊÌ ´¨Ö ¢ ²¨´¥°´μ³ ¶·¨¡²¨¦¥´¨¨ ¶μ ³ ²μ³Ê
¶ · ³¥É·Ê Å ±μÔËË¨Í¨¥´ÉÊ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ ¶·¨ ´ ²¨Î¨¨ Í¨Ë·μ¢μ£μ Ë¨²ÓÉ·  ¢ · ¤¨μ-
É¥Ì´¨Î¥¸±μ° Í¥¶¨ μ¡· ¡μÉ±¨ ¸¨£´ ²   ¢Éμ³ É¨Î¥¸±μ£μ ·¥£Ê²¨·μ¢ ´¨Ö. “¸É ´μ¢²¥´μ, ÎÉμ
μ¶·¥¤¥²ÖÕÐ¨³ ¶ · ³¥É·μ³  ¸¨³¶ÉμÉ¨Î¥¸±¨Ì ¸¢μ°¸É¢ ±μ²¥¡ É¥²Ó´ÒÌ ³μ¤ Ö¢²Ö¥É¸Ö ¢¥²¨-
Î¨´  ¡ ² ´¸  Ë §, Î¨¸²¥´´μ · ¢´ Ö · §´μ¸É¨ ³¥¦¤Ê ´ ¡¥£μ³ Ë §Ò ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
Î ¸É¨ÍÒ ¶·¨ ¶·μ²¥É¥ μÉ ¤¥É¥±Éμ·  ¤μ ¤¥³¶Ë¨·ÊÕÐ¥£μ ¤¥Ë²¥±Éμ·  ¨ ¨§³¥´¥´¨¥³ Ë §Ò
¤¥É¥±É¨·Ê¥³μ£μ ¸¨£´ ²  ¢ Í¥¶¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨. �μ± § ´μ ¸μ¢¶ ¤¥´¨¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´ÒÌ
¨ · ¸Î¥É´ÒÌ ¢¥²¨Î¨´ ¤²Ö ¸¤¢¨£μ¢ Î ¸ÉμÉ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¨ ¤¥±·¥-
³¥´Éμ¢ ¨Ì § ÉÊÌ ´¨Ö. �·¨¢¥¤¥´´Ò¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´´Ò¥ ¶μ¤É¢¥·¦¤ ÕÉ ´ ²¨Î¨¥
²¨´¥°´μ° ¶μ¶· ¢±¨ ± Î ¸ÉμÉ¥ ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¡¥É É·μ´´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨° ¢¡²¨§¨ μ¶É¨³ ²Ó´μ£μ
·¥¦¨³ , § ¢¨¸ÖÐ¥° μÉ ¢¥²¨Î¨´Ò ¡ ² ´¸  Ë §.



„¨´ ³¨±  ¶ÊÎ±  ¢ ¸¨´Ì·μÉ·μ´ Ì ¸ ¸¨¸É¥³ ³¨ μ¡· É´μ° ¸¢Ö§¨ 957

�² £μ¤ ·´μ¸É¨. �¢Éμ· ¢Ò· ¦ ¥É ¶·¨§´ É¥²Ó´μ¸ÉÓ �.�. —¨¦μ¢μ° (‘ ´±É-�¥É¥·¡Ê·£-
¸±¨° £μ¸Ê¤ ·¸É¢¥´´Ò° Ê´¨¢¥·¸¨É¥É) §  μ¡¸Ê¦¤¥´¨Ö ¨ ±¢ ²¨Ë¨Í¨·μ¢ ´´Ò¥ ·¥±μ³¥´¤ Í¨¨
¶μ ¨¸¶μ²Ó§μ¢ ´¨Õ ¤¨ËË¥·¥´Í¨ ²Ó´ÒÌ Ê· ¢´¥´¨° ¸ μÉ±²μ´ÖÕÐ¨³¸Ö  ·£Ê³¥´Éμ³. �¢Éμ·
¡² £μ¤ ·¥´ ‚.•ß·²Õ (–…��) ¨ ¥£μ ±μ²²¥£ ³ §  ¶·¥¤μ¸É ¢²¥´´Ò¥ Ô±¸¶¥·¨³¥´É ²Ó´Ò¥ ¤ ´-
´Ò¥, ¶μ²ÊÎ¥´´Ò¥ ¶·¨ ´ ² ¤±¥ ¸¨¸É¥³Ò ¶μ¤ ¢²¥´¨Ö ±μ£¥·¥´É´ÒÌ ¶μ¶¥·¥Î´ÒÌ ±μ²¥¡ ´¨°
¶ÊÎ±  ¶·μÉμ´μ¢ ¢ LHC.
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