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C помощью алгоритма Ньюмена–Яниса получены вращающиеся версии ре-
шения вида «черная дыра» для моделей Хорндески и бамблби. В результате
математического моделирования профилей теней черных дыр для случая двух
наиболее вероятных конфигураций Sgr A* показано, что модель Хорндески
ослабляет эффект вращения (аналогично гравитации с нелокальными членами),
а модель бамблби, напротив, усиливает это вращение.

Using the Newman–Janis algorithm, rotating solutions were obtained for the
Horndesky and bumblebee models. Mathematical modelling of black hole shadow
profiles was carried out for the case of the two most probable configurations of
Sgr A*. As a result, it is shown that the Horndeski model weakens the rotation
effect (similarly to gravity with non-local corrections), while the bumblebee model,
in contrast, enhances it.

PACS: 04.20.Jb; 04.50.Rd; 04.70.−s; 04.80.Cc

ВВЕДЕНИЕ

Появление новых данных проекта EHT (Event Horizon Telescope)
с увеличивающимся разрешением [1] ставит необходимость повышения
точности теоретического моделирования теней черных дыр (ЧД), так как
наличие ее «фотографии» дает гораздо более точное представление о мас-
се, размере, форме, особенностях аккреционного диска. . . С самого на-
чала процесс моделирования шел с использованием сферически-симмет-
ричных метрик. Если бы выявилась необходимость использования, кроме
массы черной дыры, дополнительного «корректирующего» параметра —
«приливного» заряда [2] метрики Райсснера–Нордстрёма, это было бы
способом «измерить» вклад новой физики [3, 4]. В ходе исследований
роли приливного заряда было показано, что его учет (как члена второго
порядка малости), как и последующих поправок к сферически-симмет-
ричной метрике [5], дает новые возможности для наложения ограничений
на современные расширенные теории гравитации при проверке соответ-
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ствия их предсказаний размера и характеристик тени реальным экспери-
ментальным результатам EHT [6–8]. С самого начала было понятно, что
оба объекта, выбранных для исследования, — это вращающиеся черные
дыры [9, 10]. В дальнейшем у M87 удалось вычислить наиболее веро-
ятные значения момента вращения [11]. Таким образом, для повышения
точности теоретических предсказаний для корректной интерпретации
данных в будущем необходимо использовать метрики вращающихся чер-
ных дыр [12, 13]. При поиске локальных решений в новой теории грави-
тации прежде всего ищут их сферически-симметричные версии как мак-
симально простые. В то же время прямое решение уравнений Эйнштей-
на для аксиально-симметричного анзаца представляет сoбой непростую
в математическом плане задачу [14]. С учетом этой сложности был пред-
ложен и развит метод Ньюмена–Яниса [15], позволяющий сгенерировать
аксиально-симметричную метрику из сферически-симметричной. Метод
развивался, превращаясь, по сути, в алгоритм [16]. Интерес к нему с но-
вой силой возродился в последние годы в связи с развитием множества
расширенных теорий гравитации [17]. С помощью этого алгоритма и
анализа полученных решений были выявлены новые соотношения между
зарядом и вращением [18] для обычных черных дыр в рамках общей
теории относительности (ОТО) для модели бамблби [19] и нелокальных
моделей гравитации [20].

Здесь необходимо отметить, что в рамках теорий Хорндески и бам-
блби существует огромное количество локальных решений. Конкрет-
ный вид метрики определяется набором дополнительных (по отношению
к тензору Эйнштейна) членов, рассматриваемых в каждом конкретном
случае. Нами ранее изучались частные виды метрик черной дыры для
модели Хорндески, полученные в работе [21], и модели бамблби из [6, 7].

В работах [18–20] выявлено интересное явление: при рассмотрении
керроподобной метрики с дополнительными параметрами, имеющими
смысл приливного заряда, новые параметры корректируют размер и фор-
му тени. Способ и направление коррекции зависят от рассматриваемой
теории. Таким образом, если после увеличения точности и уточнения
результатов EHT будет выявлено неполное соответствие формы и харак-
теристик тени величинам, предсказанным с использованием ОТО и мет-
рики Керра, то появится возможность оценки вклада дополнительных
членов (приливного заряда), т. е., по сути, новой физики. При этом важно
понимать степень общности такой «коррекции»: присутствует ли она
вo всех современных расширенных теориях гравитации (полученных из
ОТО разными способами) и в каком направлении действует. Исследова-
нию проявлений этого эффекта в теории Хорндески и модели бамблби
и посвящена настоящая работа.

Материал построен следующим образом: в разд. 1 рассмотрен способ
получения вращающихся решений, в разд. 2 — вращающееся решение
в теории Хорндески, в разд. 3 — вращающееся решение в модели бам-
блби, разд. 4 содержит общие сведения о нашем моделировании теней,
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разд. 5 посвящен получению характеристик теней в теории Хорндески,
разд. 6 — получению характеристик теней в модели бамблби, а разд. 7
содержит обсуждение полученных результатов и выводы.

1. ВРАЩАЮЩИЕСЯ РЕШЕНИЯ: ПОЛУЧЕНИЕ

Рассмотрим класс метрик, которые можно представить в следующем
виде:

ds2 = −G(r) dt2 +
1

F (r)
dr2 +H(r) dΩ2. (1)

Используя модифицированный метод Ньюмена–Яниса [17], компоненты
новой — вращающейся — метрики можно определить как

gtt = − FH + a2 cos2 θ

(K + a2 cos2 θ)2
Ψ,

gtφ = −a sin2 θ K − FH

(K + a2 cos2 θ)2
Ψ,

gθθ = Ψ, grr =
Ψ

FH + a2
,

gφφ = Ψsin2 θ

(
1+ a2 sin2 θ

2K − FH + a2 cos2 θ

(K + a2 cos2 θ)2

)
.

Здесь K = H(r)
√

F (r)/G(r) . Компоненты вращающейся метрики опре-
делены с точностью до функции Ψ(r, y2, a) (y ≡ cos θ), которая, в свою
очередь, должна удовлетворять системе дифференциальных уравнений:

lim
a→0

Ψ(r, y2, a) = H(r),

(K + a2y2)2(3ΨrΨy2 − 2ΨΨr,y2) = 3a2KrΨ
2, (2)

Ψ[K2
r +K(2−Krr)− a2y2(2+Krr)] + (K + a2y2)[4y2Ψy2 −KrΨr] = 0.

Первое из условий (2) говорит о том, что при a → 0 решение для вра-
щающейся черной дыры стремится к своей статической форме. Также
вводится функция Ψc следующим образом:

ds2c = Ψc/Ψn ds
2
n. (3)

Следовательно, при lim
a→0

dsc будет получена новая статическая метрика,

конформная исходной ds2n. Для случаев G(r) �= F (r) будем искать именно
конформное решение Ψc, полагая, что lim

a→0
Ψc/Ψn = C(r) и преобразова-

ние G, F , H ←→ CG, F/C, CH оставляет ds2/Ψ инвариантным [17].
Решение (2) ищется в виде

Ψc = H(r) exp [a2f(r, a2y2, a)] ≈ H(r) + a2X(y2, r) + o(a2), (4)

при этом из разложения по a2 виден способ генерации нового решения.



ТЕНИ ЧЕРНЫХ ДЫР В МОДЕЛЯХ ХОРНДЕСКИ И БАМБЛБИ 1011

2. ВРАЩАЮЩИЕСЯ РЕШЕНИЯ: МОДЕЛЬ ХОРНДЕСКИ

Статическая метрика для модели Хорндески имеет следующий вид
(ограничения на этот класс метрик в статическом случае были рассмот-
рены нами ранее [6, 7]):

ds2 = −
(
1− 2M

r
− 8α5η

5r3

)
dt2 +

1

1− 2M
r
− 8α5η

5r3

dr2 + r2 dΩ2. (5)

После применения модифицировaнного алгоритма Ньюмена–Яниса вра-
щающуюся метрику можно записать как

gtt = −FH + a2 cos2 θ

(K + a2 cos2 θ)
,

gtφ = −a sin2 θ K − FH

(K + a2 cos2 θ)
,

(6)

gθθ = K(r) + a2y2, grr =
K(r) + a2y2

FH + a2
,

gφφ = sin2 θ

(
K(r) + a2y2 + a2 sin2 θ

2K − FH + a2 cos2 θ

(K + a2 cos2 θ)

)
.

Здесь

G(r) = F (r) = 1− 2M
r
− 8α5η

5r3
+O

(
1
r4

)
,

H(r) = K(r) = r2, Ψn = r2 + a2y2.

3. ВРАЩАЮЩИЕСЯ РЕШЕНИЯ: МОДЕЛЬ БАМБЛБИ

Лагранжиан для одиночного поля бамблби Bμ имеет следующий вид
(ограничения на этот класс метрик в статическом случае были рассмот-
рены нами ранее [6, 7]):

LB =
e

2κ
R +

e

2κ
ξBμBνRμν − 1

4
eBμνB

μν − eV (Bμ) + LM , (7)

где e =
√−g — постоянная связи неминимального взаимодействия гра-

витации и поля бамблби; LM — материя и ее взаимодействие с полем
бамблби.

Cтартуем с метрики [6, 7]

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dt2 +

1+ l

1− 2M
r

dr2 + r2 dΩ2. (8)
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Тогда

G(r) = 1− 2M
r

, F (r) =
G(r)

1+ l
,

H(r) = r
√
1+l+1, K(r) = r2

√
1+ l−1,

Ψn = H(r) + a2y2r
√
1+l−1 8(1+ l)1/2 − 4

8− 2(1+ (1+ l)1/2)
.

После применения модифицированного алгоритма Ньюмена–Яниса вра-
щающуюся метрику можно записать как

gtt = − FH + a2 cos2 θ

(K + a2 cos2 θ)2
Ψ,

gtφ = −a sin2 θ K − FH

(K + a2 cos2 θ)2
Ψ,

gθθ = Ψ, grr =
Ψ

FH + a2
,

gφφ = Ψsin2 θ

(
1+ a2 sin2 θ

2K − FH + a2 cos2 θ

(K + a2 cos2 θ)2

)
.

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНЕЙ ВРАЩАЮЩИХСЯ
ЧЕРНЫХ ДЫР: ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Основным критерием вращения черной дыры для внешнего наблю-
дателя является изменение формы ее тени, а именно — появление
плоского вертикального участка по левому краю [22], как и на при-
веденных ниже рисунках. Поэтому для численного моделирования те-
ней вращающихся черных дыр была модернизирована написанная на-
ми ранее программа на языке Python [20] (в этой же работе подроб-
но обсуждается способ моделирования теней). Здесь остается лишь
добавить, что вычисляются такие величины, как rs — эффективный
размер тени черной дыры, D — смещение тени относительно центра,
δ = Δcs/rs — искажение тени вращающейся черной дыры (где Δcs —
расстояние между левым краем тени и ее круговой аппроксимацией).
Модели строятся для наиболее вероятных конфигураций, соответствую-
щих Sgr A*: наклон плоскости вращения по отношению к лучу зрения
наблюдателя равен π/6, значения приведенного углового момента a рав-
ны a = 0,5 и 0,94 (относительно массы M ) [9]. Также для сравнения
показан случай a = 0. Стоит отметить, что из результатов наблюде-
ний релятивистского джета M87* удалось определить параметр враще-
ния для M87: a = 0,9375, что подтверждает быстрое вращение черной
дыры [11].
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5. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНЕЙ ВРАЩАЮЩИХСЯ
ЧЕРНЫХ ДЫР: МОДЕЛЬ ХОРНДЕСКИ

Рассмотрим метрику (7), переобозначив α = 8α5η/5, и построим про-
фили тени ЧД для различных значений введенного параметра α (рис. 1).
В первую очередь оценим эффективный радиус тени ЧД (табл. 1).

Рис. 1. Профиль тени черной дыры для различных значений вращения a при
минимальном значении параметра теории Хорндески α = 0,2 (a) и максимальном
значении параметра теории Хорндески α = 1 (б), угол наклона плоскости враще-
ния θ0 = π/6 (Sgr A*)

Таблица 1. Размер тени rs, параметр смещения D, параметр искажения δ
для различных значений приведенного углового момента a и параметра
теории α для модели Хорндески

α a rs D δ

0 5,19615 0 0
0 0,5 5,14013 0,51428 0,00824

0,94 4,97611 1,09501 0,05687
0 5,25226 0 0

0,2 0,5 5,20008 0,50151 0,00705
0,94 5,05022 1,03455 0,04166
0 5,33105 0 0

0,5 0,5 5,28359 0,48562 0,00575
0,94 5,15014 0,9766 0,02981
0 5,40445 0 0

0,8 0,5 5,36082 0,47253 0,0048
0,94 5,23998 0,9361 0,02299
0 5,45085 0 0

1 0,5 5,40939 0,46495 0,0043
0,94 5,29552 0,91458 0,01982
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Как и ранее, при увеличении параметра вращения a уменьшается размер
тени [20]. Значение α = 1 исключается при a = 0,5, однако при a = 0,94
размер тени ЧД снова находится в допустимом интервале. При α = 0,8
также допустима только конфигурация с a = 0,94. При α < 0,5 возможны
обе кофигурации. Обратим внимание, что при увеличении параметра α
растет размер тени ЧД, а для случая статической черной дыры исключе-
ны большие значения параметра α (из всех использованных в моделиро-
вании параметров доступен только α = 1).

6. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕНЕЙ ВРАЩАЮЩИХСЯ ЧЕРНЫХ
ДЫР: МОДЕЛЬ БАМБЛБИ

Далее рассмотрим модель бамблби. Как уже было показано в рабо-
тах [6, 7], в классической модели бамблби (как и в любой модели, где
метрическая функция G(r) не отличается от случая метрики Шварц-
шильда) размер тени черной дыры в отсутствии вращения равен размеру
тени для черной дыры Шварцшильда (rs = 3

√
3M ). Поэтому на рис. 2

показаны только случаи a �= 0. Как видно из табл. 2, в случае l �= 0 размер
тени ЧД меньше, чем для ЧД Керра. С учетом ограничений, найденных
по результатам наблюдения Sgr A*, разрешены все значения l, модель
теней для которых получена нами здесь. Отметим, что для каждого зна-
чения l есть свое критическое значение параметра a, как было определено
ранее [19]. Поэтому из всех значений l в случае a = 0,94 допустимо
только l = 0,1 (при l = 0,2, например, acrit = 0,92).

Рис. 2. Профиль тени черной дыры для различных значений вращения a при
минимальном значении параметра модели бамблби l = 0,1 (a) и максимальном
значении параметра модели бамблби l = 0,35 (б), угол наклона плоскости враще-
ния θ0 = π/6 (Sgr A*)
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Таблица 2. Размер тени rs, параметр смещения D, параметр искажения δ
для различных значений приведенного углового момента a и параметра
бамблби l в модели бамблби

l a rs D δ

0 5,19615 0 0
0,5 5,14013 0,51428 0,00824

0 0,87 5,01209 0,97633 0,04021
0,92 4,98687 1,05852 0,05116
0,94 4,97611 1,09501 0,05687
0 5,19615 0 0
0,5 5,00541 0,49962 0,00978

0,1 0,87 4,88219 0,97082 0,05085
0,92 4,85742 1,06461 0,06727
0,94 4,84678 1,1101 0,07699
0 5,19615 0 0
0,5 4,87977 0,48371 0,01133

0,2
0,87 4,76256 0,96686 0,0636
0,92 4,73847 1,08596 0,09163
0 5,19615 0 0

0,3 0,5 4,76195 0,46687 0,01288
0,87 4,65173 0,96852 0,08008
0 5,19615 0 0

0,35 0,5 4,70566 0,45818 0,01364
0,87 4,59922 0,97558 0,09152

7. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В данной работе с помощью алгоритма Ньюмена–Яниса были полу-
чены вращающиеся решения для моделей Хорндески и бамблби. Так как
обе черные дыры являются быстровращающимися согласно [9, 11], для
дальнейших исследований получение вращающихся решений типа «чер-
ная дыра» и их использование при моделировании теней черных дыр яв-
ляется актуальным. Поэтому нами проведено численное моделирование
профилей теней ЧД для случая двух наиболее вероятных конфигураций
Sgr A*: угол наклона плоскости вращения относительно луча зрения
наблюдателя равен θ = π/6, значения параметра вращения равны a = 0,5
и 0,94. В модели Хорндески на основании ограничений на эффектив-
ный размер тени ЧД [9] были отброшены значения параметра теории
α > 0,5 при a = 0,5. Однако в случае быстрого вращения при a = 0,94
возможны все конфигурации, использованные при моделировании, при
этом параметр теории ослабляет эффект вращения. Для модели бамблби
показано, что доступны все возможные конфигурации, даже отсеянные
ранее в невращающемся случае. Однако для каждого значения l суще-
ствует свое критическое значение параметра вращения, поэтому случай
быстрого вращения с a = 0,94 запрещен для большинства значений
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параметра l. В модели бамблби, напротив, искажение увеличивается при
росте значений параметра бамблби l, таким образом, в модели бамблби
дополнительный параметр усиливает эффект вращения.

В конечном итоге можно сделать вывод, что параметры модели Хорн-
дески ослабляют эффект вращения (аналогично гравитации с нелокаль-
ными членами [20]), а параметры модели бамблби, напротив, усиливают
его (как и в [19]).
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